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Abstract 

We give a proof of the identification s — —p* between the entropy and the 
opposite of the Fenchel-Legendre transform of the pressure for asymptotically de- 
coupled fields relying on Mosco's theorem. The proof is longer than the one based 
on convex-tension in [CPllj but it explores the links between large deviations theory 
and Mosco's theorem. 

Resume 

Nous demontrons I'identification s = —p* entre I'entropie et I'opposee de la 
transformee de Fenchel-Legendre de la pression pour les champs asymptotiquement 
decouples a partir du theoreme de Mosco. La preuve est certes plus longue que ceUe 
de [CPllj qui repose sur la convexe-tension mais explore les liens entre la theorie 
des grandes deviations et le theoreme de Mosco. 

Remarque : La prochaine version de ce texte sera en langue anglaise. 

1 Introduction 

La demonstration exposee ici de I'egalite 



dans le cas asymptotiquement decouple et pour un espace de Frechet separable (plus 
precisement pour une limite projective d'espaces de Frechet separables dans lesquels 11 y 
a le decouplage asymptotique) generalise, au cas asymptotiquement decouple, I'idee de 
|Cer07[ chapitre 26] (reprise de |Zab92a| et |Zab92b| ) d'utiliser le theoreme de Mosco 
(c/. (MosTT]). II existe une demonstration moins laborieuse reposant simplement sur la 
dualite convexe et I'utilisation de la convexe-tension (cf. |CP11| ). mais la preuve presentee 
ici jette un nouveau pont entre grandes deviations et theoreme de Mosco, ces liens etant 
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encore mal compris. Nous nous servons de I'egalite vraie si la coordonnee (j(0) du champ 
fj en prend ses valeurs dans un ensemble compact ; puis, pour I'etendre a une mesure 
quelconque, nous approximons a par une suite de champs dont la coordonnee en prend 
ses valeurs dans un ensemble compact. 

On montre le resultat dans X, limite projective d'espaces Yi. II est raisonnable d'imposer 
aux d'etre des espaces de Frechet separables. Voici en effet les hypotheses apparaissant 
au cours de la demonstration : pour tons z, la loi de /^(z) = ]i(a{z)) est tendue, les ouverts 
de Yi sont des reunions denombrables de paves ouverts mesurables (c'est le cas si T{Yi) est 
a base denombrable d'ouverts), Yi est un e.v.l.c. separable et metrisable (pour appliquer 
le theoreme de Mosco), Yi est tonnele (pour appliquer le theoreme de Banach-Steinhaus 
et pour I'argument final faisant intervenir un tonneau). 



2 Lemme sous-additif 

Solent (y, r) un espace de Frechet separable, B sa tribu borelienne et d G N* . 



2.1 Decouplage asymptotique convexe 

Pour tout sous-ensemble fini S* de Z'', on notera C{Y^^ I'ensemble des ouverts convexes 
de Y^ relativement a la topologie produit. Les elements de Ciy^) sont mesurables re- 
lativement a la tribu produit. On entendra par hoite un sous-ensemble cubique de Z'^, 
autrement dit un ensemble de la forme 

A(z;ri) z + [0,n[''nZ'^ 

oil n G N*. On notera A(n) = A(0;n). On notera dist la distance associee a la norme 
I • loo sur 1/ . Si ^ e y^'' et z e Z'', on notera ^(z) la coordonnee suivant z de ^. Plus 
generalement, pour tout sous-ensemble fini S de Z'', on notera 



is {i{z)) 



La definition fondamentale suivante est reprise de |Pfi02) . On se donne un champ rj a 
valeurs dans (F^ ) et deux applications, g et c : N* — [0,-|-oo[, telles que 

9{n) ^0 c(n) 



n |A(n)| 

On dit que rj est asymptotiquement decouple inferieurement pour les convexes {c.a.d.i.) de 
parametre {g, c) (ou encore {g, c)-c.a.d.i.) si, pour tons z S Z"* et S N, pour tout ensemble 
fini S de Z'^, pour tons ouverts convexes mesurables C e C(y^^^'"-') et _D € C{Y^), 

dist(5, A(z;n)) > gin) =^ P{vAiz-n) e C\ rjs e D) ^ e-=(")p(r,A(,.„) G C7)P(r,s G D) 

De plus, si fj, G M.i(Y^ , B^^ ), on dit que /i est c.a.d.i. de parametre (g, c) si c'est la loi 
d'un champ r] c.a.d.i. de parametre {g,c). Si / : F — Z, on notera sans ambiguite 
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Proposition 2.1.1 (Stabilite affine). Soit r] un champ c.a.d.i. de parametre {g,c). Si 

Z est un espace de Frechet separable et f : Y ^ Z une application affine, continue et 
mesurable, alors f{rf) est c.a.d.i. egalement, de parametre {g,c). 

Demonstration : II sufRt de remarquer que, pour toute boite A, I'application </> : ^ 
continue et mesurable. 

2.2 Controle local 

Introduisons aussi une hypothese pour controler chaque site conditionnellement au reste 
de la configuration. On note Cq{Y) une base de voisinages convexes ouverts de dans Y . 
On se donne un champ 77 a valeurs dans {Y'^ ) et deux applications, t : Cq{Y) — >■ 

]0, +oo[ ct a : Co(l^) — i>]0, 1]. On dit que 77 est controle localement (c.l.) de parametre {t, a) 
(ou encore (i, a)-c.l.) si, pour tout V G Co{Y), pour tout z G Z'' et tout sous-ensemble 
fini S de Z'^, pour tout D e C{Y^), 

F{rj{z) e tiV) ■ F ; ??s e -D) > a{V) ¥{r]s € D) 

De plus, si /X e Aifiy'^'^ ,3'^^''), on dit que jj est c.l. de parametre {t,a) si c'est la loi 
d'un champ 77 c.l. de parametre (t.a). Si V est un voisinage convexe de 0, sa jauge (ou 
fonctionnelle de Minkowski) est I'application My : Y ^ [0, +00] definie par 

\fy€Y Mv{y) = inf{t ^ 0; y G tV} 

Proposition 2.2.1 (Stabilite affine). Soit rj un champ c.l. de parametre {t,a). Si Z est 
un espace de Frechet separable et f lY ^ Z une application affine, continue et mesurable, 
alors f{ri) est c.l. egalement. Plus precisement : 

• si X:Y ^ Z est lineaire, X{ri) est c.l. de parametre V i->- (t{X~^ {V)) , a{X~^ {V))) ; 

• si Do gY, T] — Do est c.l. de parametre V i->- [t{V) + Mv{yo), oi{V)) ■ 

2.3 Enonce du lemme sous-additif 

Dans cette partie, on se donne un champ 77 a valeurs dans (Y^'' ,8^^"^). On note jj, sa 
loi. On suppose qu'il existe un entier I tel que n soit invariante par les translations du 
sous-reseau i?£ — {11^'^ dc . On dira que r\ (ou /i) est i?£-invariant. On suppose aussi 
que 77 est c.a.d.i. et c.l. La notion de champ c.a.d.i. i?£-invariant est une generalisation 
naturelle de celle de suite de v. a. i.i.d. Rappelons que le theoreme de Cramer, pour les 
moycnnes de v. a. i.i.d., est consequence du lemme sous-additif de Fekete. On montre ici 
que I'hypothese de decouplage asymptotique, jointe a celle de controle local, donne elle 
aussi une forme de sous-additivite, suffisante pour enoncer un resultat de type Cramer. 

Pour toute boite A, on definit I'operateur moyenne sur A, note triA, par 

Remarquons que, pour toute boite A, itia est une application mesurable pour la tribu 
produit B®'^ (car la topologie sur Y est a base denombrable d'ouverts). Donnons-nous 
un ouvert convexe de la forme 

C = v + V 
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onV e Co{Y). Pour e e]0, 1[, on definit 

C{y,e)^ij+{l-e)V 




On rappelle que, si V est un convexe de Y, sa jauge (on fonctionnelle de Minkowski) est 
I'application My : F — > [0, +00] definie par 

Vy e r Mv{y) = inf {i > 0; y € tV} 

De plus, si y e Co{Y), alors 

V^{yeY;Mviy) < 1} 

Theoreme 2.3.1 (lemme sous-additif). Soit r/ itn champ c.a.d.i., c.l. et Ri-invariant. 
Pour tout 6 > 0, 

3M{e, 6) Vm ^ M 3N{m, e, 5) \fn ^ N 

^^logP(mA(„)r] e C) ^ ^^^logP(mA(,„)77 e C{y,e))~6 

2.4 Demonstration du lemme sous-additif 

La demonstration suit les etapes de celle de Pfister |Pfi02| en I'adaptant a ce nouveau 
cadre. Si to et n G N*, la division euclidienne de n par to + g{m) + £ s'ecrit 

n = k(m + (?(to) + £j + r 

On pave (pas completement) A{n) avec k'^ boites isometriques a A(to + g{m) + £), que 
I'on note A^, pour q S {1, . . . , k"^}. Puis, pour chaque q, on note A, la boite isometrique 
a A(to) dont le plus petit element pour I'ordre lexicographique usual de Z** — le "coin en 
bas a gauche" — est le plus petit element, pour ce meme ordre, de Re H A'^. On notera 
que la distance entre deux boites A, distinctes est superieure a g{m). Soit enfin 



So = A(,^) \ y A, 

q=l 



I A 

9 
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I'ensemble des sites marginaux. Pour justifier cette denomination, notons que 

1^0 I 



|A(n)| 



m—¥oo 



-> 



Les boites A„ dependent de n et m, niais les indices seront sous-entendus. 



g{m) ^ 

























































































b 


) 












































































































































































































1 































































































































































A(n) 



Remarque : On a I'ordre de grandeur suivant : 

g{m) + £ 



Pm,n ^ d ■ 



Ainsi, pour que pm.n puisse etre rendu arbitrairement petit, il faut que le premier terme 
tende vers avec m, ce qui equivaut a 



g{m) 







L'hypothese mise sur g est done utilisee ici. 
Notant (f) la fonction convexe Mv{- — y), on a 



zGSo ' °' 9=1 
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D'ou 
1 



■logP(mA(„)?7 e C) 



\Ain)\ 



i-yy logP(^Vz e 5*0 pm^nHviz)) <£;yqe {l,...,k''} (/)(mA,77) < l - 
|^^^logP(Vz e 5*0 p,„,„0(ry(z)) < e; Vg e {l,...,fc'*} mA,?7 e C(t/, e)) 



Tiroiis profit de I'hypothese de controle local de 77 : il existe M{e) et N{m,e) tels que 
Wm^M{e) yn^N{m,e) > t{V) 

Des lors, on obtient par recurrence sur le cardinal de 5o, 

p(VzeS'o p„,,„0(?7(^)) <e;Vge {!,..., fc"^} mA,^? e C(y, e)) 

^ a(T/)l^«lp(Vq £{!,..., fc"^} mA,?7eC(y,£)) 

Ainsi, pour m ^ M{e, S) et n ^ N{m, e, S) 
1 



|A(n)| 



logP(mA(„)?7 e C) 
^p™,„loga(y) + ^^logP(Vge {!,..., fc''} mA,ryeC(y,e)) (1) 



Reste a exploiter I'hypothese de decouplage asymptotique : 

g=l 

Puis, utilisant le fait que rj est i?^-invariant et que (1 — Pm,ri)|A(n)| = fc''|A(TO)|, il vient 
1 - 



\A{n)\ 



logP(Vge mA,ryeC(y,e)) 

1 C f 777( ) 



Quitte a grandir M et on pent faire en sorte que 

Vm ^ M{e, S) Vn ^ N{m, e, 5) p™.„ log a{V) - --^ > -S (3) 

|A(m)| 

On obtient alors le resultat annonce en combinant (HJ, ([5]) et ([3]). □ 

Intuitivement, on a d'abord fait en sorte que I'ecartenient entre les petites boites soit 
suffisamment petit devant la taille de ces boites. Puis, on a pris sufhsamment de petites 



boites pour que la proportion occupee par elles dans une grande boite soit assez grande. 
Au final, on obtient une sous-additivite asymptotique entre les petites boites et la grande. 

Remarque : En combinant simplement ([T]) et ([2]), on obtient le resultat plus precis 
suivant : 

3M{e) ym^M 3N{m,e) \fn ;=i N 

^ logP(mA(„)r7 e C) ^ / logP(mA(„,)7y G C{y,e)) 



|A(n)| ° ^ ' > |A(m)| 

c(m) 
A(to) 



Pm,„logQ;(y) (4) 



Ici apparaissent tons les parametres. On se souviendra que g est sous-entendu dans p„ 
et t dans le choix de M et N . 



3 PGD faible 

On pourrait des inaintenant enoncer un principe de grandes deviations pour un champ 77 
c.a.d.i., c.l. et i?f-invariant, mais on se place dans le cadre plus general d'une limite pro- 
jective. Cela ne complexifie pas la demonstration et s'applique a d'autres cas (notamment, 
(t(z) — Sg^i^, qui n'est pas c.a.d.i.). 



3.1 Limite projective 

Soient X un espace vectoriel reel et 

un systeme projectif d'espaces de Frechet separables, autrement dit une famille telle que 

(PROJi) les indices i et j decrivent un ensemble (J, ^) preordonne filtrant a droite; 

(PROJ2) pour tout i € J, Yi est un espace de Frechet (i.e. un espace vectoriel localement 
convexe metrisable complet) separable, fi une application lineaire de X dans Yi et, pour 
tout (i, j) G tel que i ^ j, fij est une application lineaire continue de Yj dans Yi ; 

(PROJ3) pour tout k) G tel que i ^ j ^ fc, on a fa — idy^, 

fi = fi] o fj et fik = fij o fjk 

On note, pour tout i J, Co(Yi) un systeme fondamental de voisinages convexes ouverts 
de dans Yi et on definit 

Co{X) = {fr\ua) ■,ieJ,U G]0,+^[, a G Co(r,)} 

On munit alors X de la tribu T (resp. de la topologie r) engendree par les translates des 
elements de Co{X). On dit que X est la limite projective du systeme projectif X . 

Exemples : 
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• si X est un espace de Frechet separable et si y est engendre par /o — Id (Iq — X), 
on recupere la topologie sur X ; 

• si X est un espace de Frechet separable et si y est engendre par X' (K; = M pour 
i G X'), on tombe sur la topologie a{X,X') ; 

• pour X' dual d'un espace de Frechet separable, si 3^ est engendree par X {Yi — M. 
pour i e X), on a la topologie a{X',X). 

3.2 PGD faible 

Le decor est maintenant plante. On pent enoncei0 : 

Proposition 3.2.1 (PGD). Soit a un champ a valeurs dans (X^ ^F®'^ ). On suppose 
que, pour tout i € J , le champ fi{a) est c.a.d.i., c.l. et R£-invariant. Alors 



verifie un PGD faible d'entropie 

s(x) = inf liminf , . , . , \osP(mi\(„\a- £ A) 
^ ' Aec n^oo |A(n)| ^ ^ ' ' 

A3x 

Demonstration : Donnons-nous A e C ; il est de la forme 

A = x + fr\v) 
avec V £ Co{Yi). Notons y ~ fi{x) et definissons 

C^y + V 

puis, pour e g]0, 1[, 

A{x,e)^x + {l-e)U et C{y,e) = y + (l - s)V 

La famille rj — fi (a) verifie les hypotheses du lemme sous-additif l2.3.1l : on en deduit que, 
pour tout S > 0, 

3M(e, S) Vm ^ M 3N{m, e, S) ^n^ N 

^^logP(mA(„)r] e C) ^ ^^^logP(mA(„,)77 e C{y,e))-6 

Puis, en faisant tendre n, puis m, vers I'infini, et enfin S vers 0^, 

"R;^^°sFK(„)^ e C) ^ lirnsup^^logP(mA(„.)^ £ 



^En termes de limite projective, on peut penser exploiter le tlieoreme de Dawson-Gartner (cf. IDZ93h ; 
on obtient alors un PGD pour a, a condition que les Sn soient de bonnes fonctions de taux, ce qui est 
moins bon que le resultat obtenu. II n'est pas etonnant qu'on n'obtienne pas ainsi un resultat optimal 
etant donne que le tlieoreme de Dawson-Gartner ne se sert pas de la linearite des fi. 
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Pour toute boite finie A, la linearite de fi assure 

{mA<T eA} = {/,(mAcr) eC} = {mA?? e C} 
et les egalites analogues avec A{x,e) et C{y,e). On en deduit 

s{A)^s{A{x,e)) 

La conclusion est un resultat classique de grandes deviations, qu'on trouvera par exemple 
en [PfiOl Proposition 3.5.]. □ 

Proposition 3.2.2. L'entropie s est s.c.s. et concave. 

Demonstration : EUe se fait comme dans le cas independant. La semi-continuite est 
immediate : si m e M et x £ {s < m}, il existe A d C contenant x tel que s{A) < u. Alors, 
pour tout y G ^, s{y) ^ s_{A) < u, done x ^ A C {s < u} et {s < u} est ouvert. Pour la 
concavite, il suffit alors de prouver que 

x + y\ s{x) + s{y) 

<5 



La semi-continuite permet alors de passer des inegalites 

s((l — u)x + uy) ^ (1 — u)s{x) + us{y) 

pour u dyadique a celles pour u € [0, 1]. La preuve est un raffinement de la demonstra- 
tion du lemme sous-additif (|2.3.ip . Soit A E C contenant ^{x + y). Par continuite des 
applications d'espace vectoriel, pour tout e e]0,l[, il existe A^ et Ay G C, contenant 
respectivement x et y, tels que 

lAx + lAyCA(l{x + y),e 



Puis 



^ logP(mA(„)fT e A) 



|A(n)| 

|A(n)| 



^ \ logpf Vz £ Ao p„,„0(?7(z)) < e; 



pair q impair / 



q p. 

En poursuivant comme precedemment, on obtient 

s{A) ^ + ^ i(,s(.T) + s{y)) 

puis I'inegalite desiree en passant a I'infimum sur les A 9 ^(a; + y). 
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4 Pression 



Soient X — (Vi, fi, fij)i^j un systeme projectif d'espaces de Frechet separables et X sa 
limite projective. Soit a un champ a valeurs dans (X^ , J^®^ ) tel que, pour tout i & J, 
le champ fi{a) soit c.a.d.i., c.l. et i?£-invariant. On definit, pour toute boite A C Z"*, 

VAeX* pA(A) = ^logE 

Notons X* \e dual topologique de X Soit A e X*. II existe un voisinage convexe de sur 
lequel |A| < 1, voisinage de la forme f^^{Ci). Par linearite, on remarque que 

Vx,x'ex f,(:x) = U{x') ^ \(:x) = \{x') 

Ainsi, on pent definir la section 

de sorte que A = A; o /j . Done 

^* = {A.o/,;ie/,A, gf;} 

En particulier, pour tout A G X* , ecrivant A sous la forme A^ o on voit que le champ 
■q = (A|cr) = (Ai|/i(cr)) est C.a.d.i., c.l. (cf. imi et [^XT|) et i?f -invariant. 



exp I 



4.1 Pression en volume infini 

On veut maintenant definir la pression p en volume infini. Tout se passe a merveille ainsi 
que le montre la proposition suivante : 

Proposition 4.1.1. Pour tout A £ X* , la suite (?'A(ri) (-^))„gpj converge dans [—oo, +oo\. 
On note p{X) sa limite. 

Demonstration : La preuve est analogue a celle du lemme sous-additif 12 .3 . l1 On definit 
rj{z) = (A|(t(z)) ; on note {g, c) (resp. {t, a)) le parametre de decouplage (resp. de controle 
local) de 77. On ecrit alors 



PA(n)(A) 



|AH| 



logE[P™,„-i?„ 



avec un terme principal 



et un terme residuel 



q=l ^ Z(£A„ ' 



E 



exp ( r]{z) 



zeSo 



0=1 ^2eA„ ^ 



Pour qu'il y ait convergence, il sufht de s'assurer que 
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• Ton a une minoration du terme residuel de la forme 

U > p-5|A(n)| 

pour m et n assez grands. 

• riiypothese de decouplage s'applique bien pour traiter le terme principal. 
Terme residuel : Encore une fois, on va utiliser le controle local. 

Lemme 4.1.2. // existe (3 > tel que, pour toute hotte finie A C Z'^ \ {0}, 

Demonstration du lemme : On note que, pour tous A finie et t > 0, 

^ e-*P(|r/(0)| <t|r/A) 

En utilisant I'hypothese de controle local pour rj et Vi =] — 1, 1[, on note t = t{Vi) et 
a = a{Vi), de sorte que 



■>1A 



-p.s. P(|77(0)| < t\T^A = y) = ^Ihn P(l77(0)| < t^T]^ G B{y,r)^ 



> a 



L'egalite de la premiere ligne est due au fait que I'ensemble de Lebesgue d'une fonction 
de L^(R^;R) est de mesure pleine (cf. par exemple |Rud66| theoreme 8.8]). Ainsi, /3 = 
e~*a > convient. □ 

On deduit du lemme, par recurrence, que 

pour m ^ M{S) et n ^ N{m, S). 
Terme principal : On a 



exp 



zeA„ 
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(il s'agit en fait d'un demi-espace ouvert). Ainsi, 
1 



|A(n)| 



logE 



n ( ^(^) 

9=1 ^2GA„ 



1 



■logE 



|A(n 



n 



litq^O exp ( J2 Viz))>tg 

\zGAa J 



|A( 



E 



1 exp I V{ 



1 



|A(n)| 



loa 



(e-o(-)^'= -i-Q] 



{Z)\>tg 



exp 



logE 



exp ( ^ ?7(z) 

0eA(m) 



c(to) 
jMmj\ 



On obtient finalement que, quitte a grandir M et N (pour absorber le terme c(m)/|A(m)|), 

Vm > M((5) Vn ^ A^(m, S) 



p .p-<S|A(")l 



> (1 - Pm,n)PA(m)(-^) " ^ 



(5) 



D'ou, en prenant la limite inferieure en n, puis la limite superieure en m et, enfin, la limite 
quand (5 -> 0+, 

liminfpA(n)(A) > limsupjDA(m)(A) 

n— ^oo m— >-oo 

autrement dit Pa(„)(A) converge. □ 

Remarque : Voici, comme pour s, la version de I'inegalite sous-additive avec tons les 
parametres : 



Vn ^ N{m) 



c{m) 



PA(n)(A) ^ (1 - Pm,n)PA(m)(A) - Jji^^^ " Pm,n(tC14) - loga(Vi)) (6) 

On se souviendra que les parametres intervenant ici sont ceux de (A|cr), et dependent done 
de A. 

Proposition 4.1.3 (Convexite de p). La pression p est convexe. 

Demonstration : L'inegalite de Holder assure que les pa sont convexes. Puis, sachant 
qu'une limite superieure de fonctions convexes est convexe, p Vest egalement. 
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5 Pression et entropie 
5.1 Inegalite de Tchebychev 

L'iiiegalite de Tchebychev exponentielle (cf. |Cer071 lemme 12.6]) prend ici la forme sui- 
vante : 

Proposition 5.1.1 (Inegalite de Tchebytcheff exponentielle). Pour toute boite A C Z'^ 
etAeB, 



(mAO- G ^) ^ exp 



-|A| sup f inf (A|a;) -pa(A) 



On en deduit, en considerant A = A(n) et en faisant tendre n vers oo : 

s(A)<liniinf inf (pA(„)(A) - inf (A|a)W inf (p(A) - inf (Ala) ) 
\eX' \ aeA / \ex* \ aeA / 

Puis, 

s(x) — inf s(A) 

A3x 

^ inf s(A) — s„, (x) 
Aec^ 

A3x 

^ inf inf 

Aec„, xex 

A3x 



p(A)- inf (A|a)) 

aeA J 

p(A)- inf (A|a)) 

aeA J 

= - sup ((Ala;) - vW] 



= mf mf 

\ex* Aec^ 

A3x 



\ex* 
= -P*{x) 

Resumons : 

Theoreme 5.1.2. On a toujour s Vinegalite s ^ —p*- 

On voudrait maintenant savoir dans quels cas I'egalite est verifiee. 

5.2 Egalite s = —p* : cas borne 

Theoreme 5.2.1. Si a{0) est a valeurs dans un ensemble faiblement borne, on a I'egalite 

s(cr; x) = —p*{a; x) 

Demonstration : L'egalite p = (— s)* est consequence d'une version du lemme de Va- 
radhan en remarquant que 

oil Vn est la loi de mA(n)0'. L'egalite duale decoule alors du fait que que s est concave et 
semi-continue superieurement (cf. par exemple [Mor67[ Proposition 5.e]). □ 
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5.3 Egalite s = —p* : cas c.a.d.i. et c.l. 

Theoreme 5.3.1. Soit {Y,t) un espace de Frechet separable et B sa trihu horelienne. 
Soit T] un champ a valeurs dans (Y^ , i3®^ ) c.a.d.i., c.l. et Ri-invariant. Alors, 



Demonstration : L'idee de la demonstration est de se ramener au tlieoreme 15.2.11 en 
conditionnant les sites de 77 a etre dans des compacts. Comme il y a une infinite de sites, 
on est oblige de prendre des precautions pour ne pas manipuler des conditionnements 
degeneres. C'est I'objet de la definition suivante : 

Definition 5.3.2. Si fi est une loi sur et m £ N, on note /xa(„i) la loi sur Y'^ 

definie par 

MA(m) '■= \f'\A(m)) 

ou /i|A(m) designe la marginale de /i surY^^"^\ On definit aussi, pour K compact de Y, 
I^A{rn) ^'^ donnee par 

t^A{m) ■■= (Ai|A(m) ( ' G A(to) ^{z) G K) j 

(quand le conditionnement a un sens). 




Remarque : Comme nous utiliserons ces notations, nous prefererons I'usage de fi (resp. 
^) a celui de P (resp. ry). 

Soit fj. la loi de 77, (g,c) et (t,a) ses parametres respectifs de decouplage et de controle 
local. On reprend les notations du lemme sous-additif (cf. p. [3|) : 

C^y + V et C{y,e)^y+{l-e)V 

oil y S Cq{Y) et £ g]0, 1[. On note aussi ip = Mv{- — y). La demonstration sera faite en 
deux etapes : 



Etape 1 : Si {Km)'m&i est une suite de compacts verifiant 

lim = 1 



(7) 
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alors 



Vyer V£e]o,i[ 

s{fi;y)^ inf limsup sup [ - P*(MA(";„+„(„,)+a; a^)] 

C3y 

Etape 2 : Grace au theoreme de Mosco, on exhibe une suite de compacts {Kjn)m£t'i 
verifiant ([7|) et telle que 

'""P [-P*(A^A(m+gM+^);^)] ^ ™p [~p*{fi;x)] 

xeC{y,£) ^ ' ' xeC(y,e) 

On conclut alors ainsi : 

y) ^ ^ inf , sup ^ -p*(//;y) 

CeC(Y)^(,C{y,e) 
C3y 

Etape 1 : Par un raisonnement analogue a la demonstration du tlieoreme l2.3.11 on montre 
que 

log/x(mA(„)C e C) 



|AH| 



^l0gM((l -Pm,rO<^(mUA,C) < 1 - l) +Pm,rj0ga(F) 
^ l0g/iA(m+g(m)+/?) ((1 ~ Pm,™)-^ (m^ A, ^) < 1 " |) 

c(m) 



Kim] 



\oga{V) 



En efFet, utilisant le fait que Y est a base denombrable d'ouverts et adaptant les idees de 
la demonstration de |Cer071 lemme 11.2.], on pent ecrire I'ensemble 

( \ r- x^k'' yi ^ ^Vk^ r- ^^ 

e y ; p e(i-|)F 

comme union denombrable de produits d'ouverts convexes 
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et on en deduit : 

M((l-Pm,«)'^(n^UA,0 < 1 - §) 

= m((1 - P™,n)(muA,^ - y) G (1 - §)T/) 

= U n - Pm,n){mK^i - y) G V;*} 



> e-('='-i)^('")/ZA(„+,(H+£) U n - /^-.-)K,^ - y) G y;} 



= e-('='-i)^('"VA(™+3(™)+£) ((1 - Pm,n)(muA,C - y) e (1 - §)y) 
Enfin, soit {Km)men une suite de compacts mesurables de Y. On a 

log MA(m+s(m)+^) ((1 " ^ (my A, < 1 " §) 

> l0gMA(m+9(m)+^) {^Hn)^ S e) ; - tUAoO < l) 

■ log H'A(m+g(m)+l) (V^: G A(n) ^{z) G i^™) 



|A(n)| 

Comme —y — Km est absorbe par V, 

l^i^f l0g/^A(m+s(m)+«) (l"A(n)^ € C(l/, s) ; - tUAoC) < §) 



D' autre part, 



lim inf ^ log MA(r»+g(m)+^) (V^: G A(n) ^(z) G /sT™) 

n->oo |A(n)| 

> Im inf 1^^^ log /UA(m+g(m)+£) (V^^ G A((A; + 1) • (m + 5((m) + £)) ^{z) G -ftT™) 

Pour tout z G Z'', la loi dc ri{z) est tcndue, done il existe une suite croissante {Kjn)m^i 
de compacts de Y telle que, pour tout m ^ 1, 

> 1 - 



rn|A(rn + 5((m) + 1)\ 
Alors, 

Jim^/i(i^4('"+»('")+^)) =1 
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Introduisons la notation 

/^m '■= MA(m+g(m)+£) 

On obtient finalement, en faisant tendre puis m, vers I'infini : 
Ve > s(/Lt;C) ^ lim sup s(/i„i;C(y,£)) 

m— f oo 

^ limsup sup s(/i,„;a;) 

m-!-oo x£C{y,e) 

= limsup sup [-p*(/i„;x)] 

m-!-oo xGC{v,e) 

L'egalite finale est consequence du theoreme 15.2.11 On conclut cette premiere etape en 
passant a I'infimuni sur C 3 y. □ 

Etape 2 : Montrons maintenant que 

limsup inf p*(/i,„;x) ^ inf p*{iJL]x) (8) 

m^oo x£C(y,E) xGC{y,e) 

Nous allons voir que cette inegalite est consequence du theoreme suivant, dont on trouvera 
une demonstration dans [Zab92b]. 

Theoreme 5.3.3 (Mosco). Soit Y un e.v.l.c. separable et metrisahle. On se donne 
f : [— cxD,+oo] Y* et (/m)meN G [— oo.+cxd]^ une suite de fonctions convexes 
s.c.i., uniformement propre. On suppose que fm f, i-e. 

VAgF* VA,„^^^^^A liminf/„,(A,„) ^ /(A) 

Alors r, i.e. 

yy eY 3yrn '^^> y limsup/*,(y,„) < f*{y) 

Conclusion de I'etape 2 (en admettant que / — •) et f„i = p(/im; •) verifient les 
hypotheses du theoreme 15. 3. 3p : Soit xq e C{y,e). II existe une suite y„i — > xq telle que 

lim sup p* ^p*{pL\xo) 

Or, pour tout m assez grand, y^. S C{y,e), done 

3mo \fm^mo inf p*{n„i;x) p*{prn;yrn) 



D'ou 



limsup inf p*{prn;x) ^ limsupp*(/x™; ?/,„) s^p*{^;xo) 

m— s-oo 2;eC(t;,£) t?x— s-cxj 



On obtient ([5]) en passant a I'infimum sur xq £ C{y,e). □ 

Verifions done que / = •) et /,„ — p{^m', •) satisfont les hypotheses du theoreme de 
Mosco [F.3.3l Les fonctions /,„ sont convexes d'apres la Droposition l4.1.3l Pour voir qu'elles 
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sont s.c.i. (pour la topologie faible, par exemple, ou la topologie sur X ; cela ne change 
rien puisqu'elles sont convexes), il sufBt de constater (cf. la proposition 1 5 . 3 . 4l ci-dessous) 
que 

ce qui permet de se ramener a [Cer071 lemme 12.1.]. 
Proposition 5.3.4. Pour tout j G N, on a : 

Demonstration : En effet, on pent ecrire : 

p(PaU) ' ^) = ii^^A(n) (ma(j) ; A) 

= lini PA(n)(MA(j); A) 

n—kj^oo 



= Pao) (a^ao) ; A) 

ou les sont les boites translatees de A{j) qui pavent naturellement A(fcj) = A(n). □ 

Definition 5.3.5. Soit {fm)meN une famille de fonctions convexes propres (i.e. pour 
tout m, fm > —oo et il existe Am £ Y* tel que fm{Xm) < oo). On dit que (/m)m6N est 
uniformement propre s'il existe une suite (Am)mGN <j(Y* ,Y)-relativement compacte telle 
que 

sup /m(A™) < CG 
meN 

II est alors immediat que la famille de fonctions (p{iimi '))jneN '^^^ uniformement propre, 
car leur valeur en est (Am = convient). Reste a montrer la convergence (A'h). Pour ce 
faire, soient A G Y* et {Xm)m£N tels que Am converge vers A pour la topologie a(Y* , Y). 
On precede en deux sous-etapes : 

Sous-etape 1 : Grace an theoreme de Banach-Steinhaus, on montre que 

liminf liminf )(^m; Am) > p{n; A) 

Sous-etape 2 : On inverse ensuite les limites pour obtenir 

^i^^^P(l^Arm+g{m)+e) ' ^ 1™ SUp lim inf PA(,) (MA(m+3(m)+£) 5 ^"0 

Cela est vrai pour une certaine suite (-ft'm)meN verifiant bien la condition On utilise 
ici un argument d'uniformite dans la sous-additivite definissant les p{pA{m+g(m)+£)] Am)- 
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Sous-etape 1 : Si n G N, le theoreme de Banach-Steinhaus montre que les fonctions 

X e exp(Am|x) 
convergent uniformement vers exp(A|-) sur Kn- Ainsi, pour m assez grand 

J exp / A„ ^{z) \ dfirniO ^ ^^yj exp / A ^ ^{z) \ dfi^{C} - ^ 



6A0) 



En passant a la limite inferieure en to, puis a la limite en n, on obtieniH 

lim^inf / exp / A„ ^ £,{z) ) ^ / exp / A ^ ^{z) ) dfi{^) 

En prenant enfin la limite inferieure en j, on obtient 

liminf liminf pA(7)(A^m; Ki) > ^) 

Sous-etape 2 : Notons = /iA(m+(;(m)+f)- Oii va se ramener a montrer que 
liniinfp(/i^; A™) ^ limsupliminf pa(,) (/x^; A™) 

m— >-oo J— >-oo ^oo 

En effet, on a d'une part, pour tout j, 

liminfpA(i)(Mm; '^m) ^ liminf pA(,)(Mm; A„) 

car 

^rJS^ ^ log A*A(™+.(™)+.) = 

D 'autre part, en utilisant la proposition 15. 3. 
1 



\K{m + g{m) + t)\ 
1 



Ids 



K. 



A(m + g(m) + «) 



exp ( A 



E 

zeA(m+g(T?x)+< 



1 / 



et 



|A(to + ^(to) + e)\ 
1 



log/.(if^("+3(™)+^)) 



|A(m + .g(m)+^)| 



log / exp ( A 



zeA(m+g(m,)+i) I 



Or, pour tout m, 



lim 



exp ( A 



^ W^(0- /exp/A ^ 

2eA(m) / \ 2eA(m) / 



Pour m > J V n, on a 



J2 

zeA(j) / 
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Ainsi, par un precede diagonal, quitte a extraire une sous-suite de (Km), on obtient 

liminfp(/Xm; Am) = liminf A^) 

Reste done a montrer que 

liminfp(/x^; A™) ^ limsupliminf pAO) (m™; ^m) 

Pour ce faire, on va montrer une forme d'uniformite sur I'inegalite sous-additive definissant 
les p{fJ.'m] ^m) ; celle-ci est consequence de la proposition suivante : 

Proposition 5.3.6. Si fi est c.a.d.i. et c.L, et m ^ N, alors /^A(m) aussi c.a.d.i. et 
c.l, avec les memes parametres. 

Demonstration : Montrons par exemple le controle local. Notons {t, a) le parametre de 
/X et fixons z e Z'^. On note I'unique boite de la forme am + A{m) (a G Z) qui contient 
z. Alors, pour tout A c Z'' \ {z}, 

i 

= ^A(m) {C{z) e t{V) V; C AnA^ ^ C'^f-,^^)/^A(m) (Ca\As ^ ^A\A^) 

AnA, G ^AnA^)MA(m) (Ca\a, e Ca\aJ 
= ^ a(y)^A(m) (CahA, G C'lnAj^AVA, e Ca\aJ 

i 

= a(^)MA(m) (Ca e Ca) 

Le raisonnement est analogue pour le decouplage. □ 

Notons C„j un champ de loi En vertu de la proposition precedente, ainsi que des pro- 
positions [5?TTl]et[H2IIl (AmiCm) f'st (5, c)-c.a.d.i. et o A~^, a o A~^)-c.l. Ainsi, I'inegalite 
© se recrit 

Vn ^ N{m) 

PA(n)(/^™; A™) ^ (1 - Pj,n)pAU){f^'rai ^m) " |^^^ " Pj,n ( A" ^ (^1 ) ) - log a( A„^ ( Vi ) )) 

Plus precisement, comme Y est tonnele et comme les Am sont bornees en tout point (etant 
donne que Am — > A faiblement), le tonneau 

oo 
m=0 

est un voisinage de 0. Soit V G Cq{Y) contenu dans T. La demonstration pour obtenirlH] 
pent etre refaite pour aboutir a 

Vn ^ N{m) 

PA(n)(Mm;Am) ^ (1 - Pj, „)pA(i) (M™; ^m) " j^^^ - (i(^) - log 
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Prenant la limite en n, on obtient 



Puis, pour tout i5 > 0, il existe js £ N tel que 



c'U) 

\Hj)\ 



Alors 



sup PA(j) (A*mi -^ni) ^ 



liminf A^) ^ liniinf sup PA(,)(Mm; -^"0 ^ ^ 



^ sup liminlpA(j)(^^; A™) - 
^ linisupliniinfpA(,)(A^m; Am) 



Prenant enfin la limite quand (5 — 0^, on obtient le resultat annonce. 



□ 



5.4 Egalite s = —p* : cas general 

Enfin, on pent enoncer : 

Theoreme 5.4.1. Soient X ~ {Yi, fi, fij)i!^j un systeme projectif d'espaces de Frechet 
separables et X sa limite projective. Soil a un champ a valeurs dans (Y^ , B^^ ) tel que, 
pour tout i € J , le champ fi{a) soit c.a.d.i., c.l. et Rg-invariant. Alors, 

s{a; x) = —p*{a; x) 

Demonstration : Le theoreme 15. 3. II assure que 

Vi e I Vyi e Yi s{fr{a)]yi) = ~~p*{M<j); yi) 

Soit maintenant x G X ; on a : 

siu; x) = inf sfcr; A) 

Aec 

A3x 



= inf 



^nf^ s{Ma);V,) 



= inf s(/i(cr);/»(a;)) 

= ~ sup p*{fi{(j);fi{x)) 
iei 



21 



la derniere egalite etant consequence du theorenie l5.3.1l Puis 



sup p* {fi{(j); fi{x)) 



sup sup 



(Aj o fi\x) - lim 



|A(n)| 



log / exp ( Aj o /, 



zeA(n) / 



sup 



(A I a;) — lim 



|A(n)| 



log / exp ( A 



zeA(n) / 



= P*((t;x) 
D'ou le resultat attendu. 



□ 
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